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E´quation de Fermat et nombres premiers inertes
Alain Kraus
Abstract. Let K be a number field and p a prime number ≥ 5. Let us denote by µp
the group of the pth roots of unity. We define p to be K-regular if p does not divide the
class number of the field K(µp). Under the assumption that p is K-regular and inert in
K, we establish the second case of Fermat’s Last Theorem over K for the exponent p. We
use in the proof classical arguments, as well as Faltings’ theorem stating that a curve of
genus at least two over K has a finite number of K-rational points. Moreover, if K is an
imaginary quadratic field, other than Q(
√−3), we deduce a statement which allows often
in practice to prove Fermat’s Last Theorem over K for the K-regular exponents.
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Introduction
Soient K un corps de nombres et p un nombre premier ≥ 5. On dit que le the´ore`me
de Fermat est vrai sur K pour l’exposant p, s’il n’existe pas d’e´le´ments x, y, z dans K tels
que l’on ait
xp + yp + zp = 0 et xyz 6= 0.
A. Wiles a de´montre´ en 1994 qu’il en est ainsi pour le corps Q ([10]). Ce re´sultat a
e´te´ e´tendu au corps Q
(√
2
)
par F. Jarvis et P. Meekin en 2004 ([7]), et tout re´cemment
aux corps Q
(√
d
)
avec d sans facteurs carre´s, 3 ≤ d ≤ 23 et d 6= 5, 17, par N. Freitas et
S. Siksek ([4]). Dans le cas ou` K est un corps totalement re´el, ils ont aussi de´montre´ que
si une certaine condition est satisfaite par K, le the´ore`me de Fermat est vrai sur K pour
tout p assez grand ([3]). Ce sont les principaux re´sultats obtenus sur l’e´quation de Fermat
au cours de ces vingt dernie`res anne´es.
Notons µp le groupe des racines p-ie`mes de l’unite´ dans une cloˆture alge´brique de K.
Adoptons la terminologie selon laquelle p est K-re´gulier si p ne divise pas le nombre de
classes de K(µp). Si p est K-re´gulier et inerte dans K, on de´montre ici le second cas du
the´ore`me de Fermat sur K pour l’exposant p. On utilise pour cela des techniques classiques
(cf. [9], chap. 9, si K = Q), ainsi que le the´ore`me de G. Faltings sur la finitude de l’ensemble
des points K-rationnels des courbes de´finies sur K de genre au moins deux ([2]).
Si K est un corps quadratique, F. H. Hao et C. J. Parry ont obtenu en 1984 des
caracte´risations simples des nombres premiers K-re´guliers ([6]). De plus, ils ont e´tabli le
second cas du the´ore`me de Fermat sur K pour les exposants K-re´guliers et de´compose´s
dans K ([5], th. 3). Si K est un corps quadratique imaginaire, autre que Q
(√−3), avec
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les re´sultats obtenus re´cemment dans [8], on en de´duit un e´nonce´ permettant souvent en
pratique de de´montrer le the´ore`me de Fermat sur K pour les exposants K-re´guliers.
Je remercie D. Bernardi pour les conversations que nous avons eues concernant cet
article.
1. E´nonce´ des re´sultats
Soient K un corps de nombres, d’anneau d’entiers OK , et p un nombre premier ≥ 5.
The´ore`me. Supposons que p soit K-re´gulier et inerte dans K. Alors, il n’existe pas de
triplets (x, y, z) d’e´le´ments de OK tels que
(1) xp + yp + zp = 0, xyz 6= 0, (xy)OK + pOK = OK et p divise z.
Pour tout n ≥ 1, notons Wn le re´sultant des polynoˆmes Xn − 1 et (X + 1)n − 1.
Proposition. Supposons que K soit un corps quadratique imaginaire et les deux condi-
tions suivantes satisfaites :
1) il existe n ≥ 1 tel que np + 1 soit un nombre premier de´compose´ dans K ne divisant
pas (nn − 1)Wn.
2) p est K-re´gulier et non ramifie´ dans K.
Alors, le the´ore`me de Fermat est vrai sur K pour l’exposant p.
On en de´duit par exemple que le the´ore`me de Fermat est vrai sur le corps Q(i) pour
les nombres premiers p < 106 qui sont Q(i)-re´guliers ([8], cor. 2). La liste de ceux plus
petits que 100 est
5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, 41, 53, 73, 83, 89, 97.
Il semble donc que 19 soit le plus petit nombre premier pour lequel on ne sache pas conclure
sur Q(i).
2. Notations
Pour tout corps de nombres N , on notera ON son anneau d’entiers. Soit ζ un ge´ne´-
rateur de µp. Posons
L = K(µp), π = 1− ζ et λ = (1− ζ)(1− ζ−1).
Le nombre premier p e´tant non ramifie´ dans K et totalement ramifie´ dans Q(µp), on
a K ∩Q(µp) = Q. On a donc les e´galite´s des degre´s
[L : K] = p− 1 et [L : K(λ)] = 2.
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Par hypothe`se, pOK est un ide´al premier de OK . Il est totalement ramifie´ dans L et πOL
est donc l’unique ide´al premier de OL au-dessus de pOK . De meˆme λOK(λ) est l’unique
ide´al premier de OK(λ) au-dessus de pOK , et on a l’e´galite´
(2) λOL = (πOL)
2.
On notera vλ (resp. vπ) la valuation de K(λ) (resp. L) associe´e a` λ (resp. π).
3. Principe de de´monstration du the´ore`me
Soit S l’ensemble des quintuplets (α, β, γ, µ, n) ve´rifiant les conditions suivantes :
1) α, β, γ sont des e´le´ments de OK(λ) non divisibles par λ.
2) µ est une unite´ de OK(λ) et n est un entier ≥ 2.
3) On a l’e´galite´
(3) αp + βp = µ
(
λnγ
)p
.
On proce`de par l’absurde en supposant qu’il existe un triplet d’e´le´ments de OK satis-
faisant la condition (1). Cela entraˆıne que S n’est pas vide. Soit (α, β, γ, µ, n) un e´le´ment
de S. On de´montre alors qu’il existe α′, β′, γ′ dans OK(λ), non divisibles par λ, et une unite´
µ′ de OK(λ) tels que
(α′, β′, γ′, µ′, 2n− 1)
soit aussi un e´le´ment de S. On conclut comme suit. Parce que n ≥ 2, on a
(4) 2n− 1 > n.
Soit U un syste`me de repre´sentants des unite´s de OK(λ) modulo les puissances p-ie`mes.
D’apre`s la condition (4), l’ensemble des quadruplets (x, y, z, u) tels que l’on ait
xp + yp = uzp avec x, y, z ∈ K(λ) et u ∈ U
est infini. L’ensemble U est fini, donc il existe u ∈ U tel que la courbe d’e´quation
xp + yp = uzp
posse`de une infinite´ de points rationnels sur K(λ). Son genre e´tant au moins deux, cela
contredit le the´ore`me de Faltings. Ainsi, S est vide, d’ou` une contradiction et le the´ore`me
annonce´.
L’essentiel de la suite est consacre´ a` sa de´monstration.
4. Lemmes pre´liminaires
Supposons de´sormais qu’il existe x, y, z dans OK ve´rifiant la condition (1).
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Lemme 1. L’ensemble S n’est pas vide.
De´monstration : Il existe z1 dans OK , non divisible par p, et un entier a ≥ 1 tels que
xp + yp = −zp = (paz1)p.
Par ailleurs, il existe une unite´ ε ∈ Z[λ] telle que l’on ait
p = ελ
p−1
2 .
En posant η = εap, on obtient
xp + yp = η
(
λ
a(p−1)
2 z1
)p
.
On a p ≥ 5, d’ou`
a(p− 1)
2
≥ p− 1
2
≥ 2.
Par suite, le quintuplet
(
x, y, z1, η,
a(p−1)
2
)
est dans S, d’ou` le lemme.
Conside´rons, pour toute la suite, un e´le´ment (α, β, γ, µ, n) de S. D’apre`s (3), on a
(5)
p−1∏
i=0
(α+ βζi) = µ(λnγ)p.
Lemme 2. Pour tout i = 0, · · · , p− 1, on a α+ βζi ≡ 0 mod. πOL.
De´monstration : D’apre`s (5), π divise l’un des α + βζi et pour tout j on a
α + βζj ≡ α+ β mod. πOL,
d’ou` l’assertion.
Posons
D = αOL + βOL
et pour tous i et j distincts entre 0 et p− 1,
Di,j =
(
α+ βζi
π
)
OL +
(
α + βζj
π
)
OL.
Lemme 3. On a D = Di,j .
De´monstration : Soient q un ide´al premier non nul de OL et r un entier ≥ 1. Supposons
que qr divise Di,j . Alors, q
r divise β(ζ
i
−ζj)
π
. On a i 6= j, donc qr divise β. De meˆme, qr
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divise α, ainsi Di,j divise D. Inversement, si q
r divise D, alors q est distinct de πOL car
αβ est premier avec π. L’e´galite´
(πOL)Di,j = (α+ βζ
i)OL + (α+ βζ
j)OL
entraˆıne alors que qr divise Di,j , donc D divise Di,j .
Lemme 4. Il existe des ide´aux b0, · · · , bp−1 de OL, non divisibles par πOL, premiers entre
eux deux a` deux, tels que l’on ait
(6) (α+ β)OL = (λOL)
np−
p−1
2 Dbp0,
(7)
(
α+ βζi
π
)
OL = Db
p
i pour tout i = 1, · · · , p− 1.
De´monstration : D’apre`s le lemme 2, α+β appartient a` πOL ∩OK(λ) qui est λOK(λ).
Ainsi, l’e´galite´ (2) implique
α+ β ≡ 0 mod. π2OL.
Pour tout i, on a donc la congruence
α + βζi ≡ α(1− ζi) mod. π2OL.
On a vπ(α) = 0, d’ou` pour tout i = 1, · · · , p− 1,
vπ(α+ βζ
i) = 1.
D’apre`s (5), on obtient
vπ(α+ β) = 2np− (p− 1),
autrement dit,
vλ(α+ β) = np− p− 1
2
.
Il existe donc un ide´al a0 de OL, non divisible par π, tel que
(α+ β)OL = (λOL)
np−
p−1
2 Da0.
De meˆme, pour tout i = 1, · · · , p − 1, il existe un ide´al ai de OL, non divisible par π, tel
que
(α+ βζi)OL = (πOL)Dai.
On a ainsi l’e´galite´
(λOL)
np(γOL)
p =
p−1∏
i=0
(α+ βζi)OL = (πOL)
p−1(λOL)
np−
p−1
2 Dpa0 · · ·ap−1,
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d’ou`
(γOL)
p = Dpa0 · · ·ap−1.
D’apre`s le lemme 3, les ide´aux ai sont premiers entre eux deux a` deux. Chaque ide´al ai est
donc la puissance p-ie`me d’un ide´al bi de OL, d’ou` le lemme.
5. Les e´le´ments Θk de L
Pour tout entier k non multiple de p, posons
Θk =
(
α+ βζk
1− ζk
)(
α + βζ−k
1− ζ−k
)
−1
∈ L∗.
On a (
α + βζk
π
)
OL =
(
α+ βζk
1− ζk
)
OL.
D’apre`s la formule (7), en re´indexant les ide´aux bk avec k entre −p−12 et p−12 , on a
(8) ΘkOL =
(
bkb
−1
−k
)p
.
Lemme 5. L’e´le´ment Θk est une puissance p-ie`me dans L.
De´monstration : Ve´rifions que l’extension L
(
p
√
Θk
)
/L est partout non ramifie´e, ce qui
permet de conclure avec l’hypothe`se que p ne divise pas le nombre de classes de L. On a
Θk − 1 = −ζ−k (1 + ζ
k)(α+ β)
α(1− ζ−k) + ζ−k(α+ β) .
D’apre`s les e´galite´s (2) et (6), on a ainsi
vπ(Θk − 1) = vπ(α+ β) − 1 = (2n− 1)p.
En particulier, on a Θk ≡ 1 mod. πp. Il en re´sulte que l’extension L
(
p
√
Θk
)
/L est non
ramifie´e en πOL (cf. [1], cor. p. 503 ; avec ses notations, on a e(πOL/p) = p − 1 et
z(πOL, p) = p + 1). Par ailleurs, si q est un ide´al premier de OL distinct de πOL, on a
vq(pOL) = 0, et d’apre`s la formule (8) on a
vq(Θk) ≡ 0 mod. p.
Cela entraˆıne que q est non ramifie´ dans L
(
p
√
Θk
)
(loc. cit.), d’ou` le re´sultat.
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6. Les unite´s εk de OK(λ) et les entiers ρk de OL
Notons hλ le nombre de classes de K(λ). Par hypothe`se, p est K-re´gulier. Le degre´ de
L sur K(λ) est premier a` p, donc p ne divise pas hλ. Il existe ainsi un entier t ≥ 1 tel que
(9) thλ ≡ −2 mod. p.
L’ide´al
(
αOK(λ) + βOK(λ)
)thλ e´tant principal, il existe d ∈ OK(λ) tel que l’on ait
(
αOK(λ) + βOK(λ)
)thλ = dOK(λ).
On a ainsi l’e´galite´
(10) Dthλ = dOL.
De´signons dans la suite par σ l’e´le´ment non trivial du groupe de Galois Gal
(
L/K(λ)
)
.
On a
σ(ζ) = ζ−1.
Lemme 6. Soit k un entier non multiple de p. Il existe une unite´ εk de OK(λ) et un
e´le´ment ρk de OL tels que l’on ait
(11) d
p+1
2
(
α + βζk
1− ζk
)
= ε
p+1
2
k ρ
p
k.
De´monstration : Utilisons la formule (7) avec i = k et i = −k. On obtient
(
α+ βζk
1− ζk .
α+ βζ−k
1− ζ−k
)
OL = D
2
(
bkb−k
)p
.
D’apre`s (9) et (10), on a donc
(12) (dOL)
(
α+ βζk
1− ζk .
α+ βζ−k
1− ζ−k
)
OL =
(
D
thλ+2
p bkb−k
)p
.
L’e´le´ment
d
(
α+ βζk
1− ζk .
α+ βζ−k
1− ζ−k
)
est fixe´ par σ. Il appartient donc a` OK(λ). On de´duit alors de (12) que l’ide´al
d
(
α + βζk
1− ζk .
α+ βζ−k
1− ζ−k
)
OK(λ)
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est la puissance p-ie`me d’un ide´al de OK(λ). Puisque p ne divise pas hλ, il existe donc
ϕk ∈ OK(λ) et une unite´ εk ∈ OK(λ) tels que l’on ait
d
(
α+ βζk
1− ζk
)(
α+ βζ−k
1− ζ−k
)
= εkϕ
p
k.
D’apre`s le lemme 5, il existe Ψk ∈ L tel que l’on ait
Θk = Ψ
p
k.
On en de´duit l’e´galite´
d
(
α+ βζk
1− ζk
)2
= εk(ϕkΨk)
p.
En e´levant ses deux membres a` la puissance p+1
2
, on a
d
p+1
2
(
α+ βζk
1− ζk
)p+1
= ε
p+1
2
k
(
(ϕkΨk)
p+1
2
)p
.
Posons
ρk = (ϕkΨk)
p+1
2
(
α+ βζk
1− ζk
)
−1
.
C’est un e´le´ment de L. Parce que εk est une unite´ de OK(λ), ρ
p
k est dans OL, donc ρk aussi,
d’ou` l’e´galite´ (11).
Lemme 7. Il existe une unite´ ε0 de OK(λ) et un e´le´ment ρ0 de OK(λ) tels que l’on ait
d(α+ β)2 = ε0λ
2np−(p−1)ρp0.
De´monstration : D’apre`s la formule (6), on a
(α+ β)2OL =
(
λOL
)2np−(p−1)
D2b2p0 .
En utilisant (9) et (10), on a donc
d(α+ β)2OL =
(
λOL
)2np−(p−1)(
D
thλ+2
p b20
)p
.
L’e´le´ment
d(α+ β)2
λ2np−(p−1)
e´tant dans OK(λ), l’ide´al (
d(α+ β)2
λ2np−(p−1)
)
OK(λ)
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est donc la puissance p-ie`me d’un ide´al de OK(λ). Le fait que p ne divise pas hλ implique
alors le re´sultat.
7. Fin de la de´monstration
Soit k un entier non multiple de p. Parce que l’on a p ≥ 5, il existe un entier ℓ tel que
l’on ait ℓ 6≡ 0,±k mod. p.
Lemme 8. Il existe une unite´ δ de OK(λ) telle que l’on ait
(13)
(
εk
εℓ
)(
εkρkσ(ρk)
)p
+
(−εℓρℓσ(ρℓ))p = δ(λ2n−1ρ0d)p.
De´monstration : En composant l’e´galite´ (11) par σ, on a
(14) d
p+1
2
(
α + βζ−k
1− ζ−k
)
= ε
p+1
2
k σ(ρk)
p.
Pour tout i, posons dans OK(λ)
λi = (1− ζi)(1− ζ−i).
En effectuant le produit des e´galite´s (11) et (14), on obtient
dp+1
(
(α+ β)2 − αβλk
)
= λkε
p+1
k
(
ρkσ(ρk)
)p
.
On en de´duit avec le lemme 7 l’e´galite´
(15) ε0λ
2np−(p−1)(ρ0d)
p − dp+1αβλk = λkεp+1k
(
ρkσ(ρk)
)p
.
On a de meˆme l’e´galite´
(16) ε0λ
2np−(p−1)(ρ0d)
p − dp+1αβλℓ = λℓεp+1ℓ
(
ρℓσ(ρℓ)
)p
.
Multiplions (15) par λℓ et (16) par λk, puis soustrayons les deux e´galite´s obtenues. On
obtient (
λℓ − λk
λℓλk
)(
ε0λ
2np−(p−1)(ρ0d)
p
)
= εp+1k
(
ρkσ(ρk)
)p − εp+1ℓ (ρℓσ(ρℓ))p.
Par ailleurs, on a
λℓ − λk =
(
1− ζk+ℓ)(ζ−k − ζ−ℓ).
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On a ℓ 6≡ ±k mod. p, donc 1− ζk+ℓ et ζ−k − ζ−ℓ sont associe´s a` π dans OL. Ainsi λℓ−λkλℓλk
et 1
λ
sont associe´s dans OL. Ce sont des e´le´ments de OK(λ), donc il existe une unite´ δ
′ de
OK(λ) telle que l’on ait
λℓ − λk
λℓλk
=
δ′
λ
.
On en de´duit l’e´galite´
δ′ε0
(
λ2n−1ρ0d
)p
= εk
(
εkρkσ(ρk)
)p
+ εℓ
(−εℓρℓσ(ρℓ))p.
En posant
δ =
δ′ε0
εℓ
,
qui est une unite´ de OK(λ), on obtient l’e´galite´ (13).
Lemme 9. L’unite´ εk
εℓ
est une puissance p-ie`me dans OK(λ).
De´monstration : On a
α + βζk
1− ζk = α+ ζ
k α + β
1− ζk .
D’apre`s la formule (6), on a
vπ
(
α+ β
1− ζk
)
= 2np− (p− 1)− 1 = (2n− 1)p,
d’ou` en particulier la congruence
α+ βζk
1− ζk ≡ α mod. π
p.
On de´duit alors du lemme 6 que l’on a
dp+1α2 ≡ εk
(
εkρ
2
k
)p
mod. πp.
De meˆme, on a
dp+1α2 ≡ εℓ
(
εℓρ
2
ℓ
)p
mod. πp.
On a vπ(dα) = 0, donc ρk et ρℓ sont inversibles modulo π
p. Par suite, il existe r ∈ OL tel
que l’on ait
εk
εℓ
≡ rp mod. πp
Il en re´sulte que l’extension
L
(
p
√
εk
εℓ
)/
L
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est partout non ramifie´e ([1], cor. p. 503). Le nombre de classes de L n’e´tant pas divisible
par p, εk
εℓ
est donc une puissance p-ie`me dans L, d’ou` le re´sultat car εk
εℓ
est dans OK(λ).
Posons
εk
εℓ
= νp,
ou` ν est une unite´ de OK(λ). D’apre`s le lemme 8, on obtient l’e´galite´(
νεkρkσ(ρk)
)p
+
(−εℓρℓσ(ρℓ))p = δ(λ2n−1ρ0d)p.
Les e´le´ments
α′ = νεkρkσ(ρk), β
′ = −εℓρℓσ(ρℓ) et γ′ = ρ0d
sont dans OK(λ), car ils sont fixe´s par σ. Ils ne sont pas divisibles par λ (cf. (6) et (7)).
Le quintuplet (α′, β′, γ′, δ, 2n − 1) est donc dans S. Compte tenu du paragraphe 3, cela
termine la de´monstration du the´ore`me.
8. La proposition
Le degre´ de K(µp) sur K est premier avec p. Parce que p est K-re´gulier, il ne divise
pas le nombre de classes de K. La premie`re condition entraˆıne ainsi que le premier cas du
the´ore`me de Fermat est vrai sur K pour p ([8]). Le re´sultat obtenu ici et le the´ore`me 3 de
[5] impliquent alors la proposition.
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